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Sumário 
Neste traballio é apresentado uiri procediiiiento iiuniérico, baseado iio iiiétodo dos eleiiieiitos fiiiitos. para 
deterriiiriaciio do iiioiiieiito crítico elástico, relacioiiado ao estado liniite últiriio de flanibageiii lateral coin 
torcáo. É niostrada a iinport5iicia do valor deste iiioiiieiito para o diiiiensioiiaiiieiito das vigas de aqo. O 
procediiiiento é bastaiite geral, e permite analisar vigas corii qiialqiier sec;áo traiisversal, os inais diversos <:as- 
regaiiieritos, iiicluindo a preserica de ac6es estabilizaiites e desestabilizaiites, coiidicoes de coiitoriio variadas. 
e taiiibérii vigas con1 variacoes abruptas de seqáo t,raiisversal. Diversos casos sáo analisados e os resultados 
sáo coiiiparados coni os propostos pela especificacáo européia ENV 1993-1-1 e com os obtidos iia literatiira 
especializada. 
THE FINITE ELEMENT METHOD APPLIED TO LATERAL TORSIONAL BUCKLING OF 
STEEL BEAMS 
Tliis paper preseiits a riuiiierical procedure, based oii tlie finite eleiiieiit nietliod. to obtaiii accurate resiilts 
for tlie elastic critica1 iiloirieilt for lateral torsioiial bucklirig of steel beaiiis. Tlie iiiiportaiice of tlie valiic: of 
tliis iiioiiient for the desigii of tliese beanis is sliown. Tlie procedure allows to aiialyze b<:aiiis witli aiiy <:ross 
sectioii. tlie iiiost different cases of applied loads aloiig tlie laterally uiibraced leiigtli, iiicludiiig stabilixiiig 
aiid iion-stabilizing loads, and boundary coriditioiis, aiid also discoiitiiiuities iri the cross sectioxi. Severa1 
cases are aiialyzed and tlie results are conipared with tlie proposed by Europeaii Prestaiidard ENV 1993-1-1 
arid witli related literature. 
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Quando urna viga perfeitaineilte reta encontra-se submetida a asoes situadas no seu 
plailo de inaior rigidez, un1 deslocanieilto lateral e uina rotacao ocorrerao quaildo estas 
ac6es atiilgirem seu valor crítico. Tal valor corresponde ao ponto de bifurcac5o do equilíbrio, 
quaizdo os deslocan1eiltos no plano de flexsao deixam de representar a configuras50 estável 
da viga. O feil6meno é un1 estado liiliite último deiiomiilado flambageill lateral com torc5o. 
Coili certa liberalidade, a flambagein lateral con1 torcao ten1 sido tratada iia prática 
incluiildo nao soinente o problenia da bifurcacao do equilíbrio, mas taiizbém o problenla mais 
geral de carga-deslocamento, incorporando os efeitos das imperfeicóes geoniétricas. Estas 
iinperfeic6es envolvem as excentricidades dos poiztos de aplicas50 das ac6es em rela550 ao 
plailo de nlaior rigidez da viga, a curvatura perpendicular ao plano de flex5.o e a rotas50 
que a barra pode apreseiltar antes de submetida ao carregainento. 
Os priilcipais fatores que iilfluem na resisteilcia de uma viga i flanlbagenl lateral con1 
torqao s5o: 
- a forma da sesgo trailversal; 
- o coiiiprin~ento destravado, ou seja, a distancia eiltre duas secoes traiisversais contidas 
lateralmente (havendo contencao lateral apenas ilas extremidades da viga, o coiiipriineiito 
destravado é igual ao v5o) ; 
- as coizdis6es de coiltorilo das secóes contidas lateralmente; 
- a varias20 do diagrama de n~omeilto fletor; 
- a posis5o das cargas atuantes en1 relas50 ao nível do centro de torciio da seq.50 transversal 
(se as cargas atuarenl ein ilível diferente do ilível do centro de torcao, elas podeiil levar a 
u111 agravamento ou a urna suavizacao do fen6meii0, sendo cllainadas de desestabilizantes 
e estabilizailtes, respectivainente); 
- a varias50 da sec5.0 trailsversal da viga devido i existencia de larnelas, recortes izas mesas, 
aberturas na alilla, etc; 
- as teilsoes residuais; 
- as imperfeis6es geométricas. 
Ao se projetar unla viga de aco, sua resisteilcia nomiilal i flainbagem lateral com torsiio 
precisa ser determinada. O ENV 1993-1-11, a exenlplo de outras especificaq6es para projets 
de estruturas de aso, como a especificacáo americana do AISC2 e a canadeilse CSA3, forizece 
esta resisteilcia, eiii regimes elástico e inelástico, en1 fuilc5o do momeiito crítico elástico, M,, 
e, ainda, eq~~aqoes  tabelas que permitein obter este momento crítico elástico para n~uitas 
situac6es usuais de carregaineilto e coildicóes de contorno. Coiisideraildo a sua irnportailcia, 
diversos p e ~ ~ u i s a d o r e s ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  também teni fornecido valores de M,-,, com base en1 análises 
iiuiliéricas ou ensaios. 
Neste traballio, apresenta-se un1 procedimento numérico, baseado no método dos elemeii- 
tos finitos aplicado ao elenieilto de barra, para determiiiacáo do inoirieilto crítico elástico 
levando-se em conta todos os fatores anteriornieilte citados, com excec-50 das iinperfeicoes 
geométricas e das teizsc6es residuais, que nao influein no coinportail~eiito da viga el11 regime 
elástico. Eilibora o procedimento possa ser usado para qualquer tipo de sesgo trarisversal, 
soiileilte ser50 tratadas as sesoes en1 forma de 1, simétricas em relacao ao eixo situado 110 
plano médio da alma. A flanlbagem local dos elementos componentes da sesgo transversal 
11-50 é prevista. 
Diversos casos sao analisados e os resultados obtidos s5o con~parados, quando possível, 
com valores foriiecidos pelo ENV 1993-1-l1 e por vários pesquisadores. 
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O MÉTODO DE PROJETO DO ENV 1993-1-1 
O ENV 1993-1-1' estabelece que a resistencia noininal A flambagein lateral con1 torqao é 
igual a 
oade MPz é o inomeilto de plastificaqao da seqáo transversal da viga e XLT é un1 fator de 
reducáo dado por 
XLT é uin fator de iinperfeiqáo, utilizado para que sejain levadas ein coilta as iinperfeiq6es 
geoinétricas e as tensoes residuais (As vezes referidas como iinperfeiqáo de iliaterial), sempre 
presentes ila prática, e que tendem a reduzir a resistencia nominal das vigas (ECCS8). Coin 
base en1 resultados de ensaios e ein análises iiuinéricas, XLT é tomado igual a 0,21 para perfis 
laminados e 0,49 para perfis soldados. 
XLT é uin parametro de esbeltez que ten1 o seguinte valor 
onde Mc, é o momento crítico elástico para flambagein lateral con1 torcao. O ENV 1993- 
1-l1 fornece valores deste moniento, mas apenas para algunas situaqoes específicas de 
carregamento e condiqoes de contorno, e para barras coin iilércia constante. 
A Figura 1 ilustra os valores da resistencia nominal A flambagem lateral con1 torcao, Mn, 
en1 funqao do pariiinetro de esbeltez XLT. 
O 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8 3.2 
- 
l., 
Figura 1. Resisteiicia noiilinal Mn em frinciio do pariin~etro de esbeltez XLT 
332 R.H. Fakurg c A.L. Reis dc Castro c Silva 
Coilhecendo-se portaiito o valor do momeiito crítico elástico, M,,, torna-se inzediata 
a obtenciio da resisteiicia nominal das vigas de aco flainbagem lateral coi11 torciio, em 
regiines elástico e iiielástico, levando-se em conta fatores importantes que influein no seu 
con~portaiizento real, como as imperfeicoes geoniétricas e as tensoes residuais. 
DETERMINACAO DO MOMENTO CRÍTICO ELASTICO PELO MÉTODO 
DOS ELEMENTOS FINITOS 
Fundamentos 
Quaiido uina viga perfeitanieizte reta flete en1 relacáo ao eixo de inaior iilércia (eixo z), a 
instabilidade fica caracterizada por unla translacáo p do centro de torcao na direciio perpen- 






Figura 2. Subdivisao da viga erri elemeiitos 
O emprego do n~étodo dos elementos finitos para determiilac-50 do momeiito crítico 
elástico tem como premissa básica a subdivisao da viga, ao longo do vao, en1 un1 conjunto de 
ii elementos, de coinpriinentos iguais ou nao, separados entre si obrigatorianlente en1 secoes 
onde ocorre variacáo abrupta de inércia e em secoes ein que atua uina carga concentrada, 
e en1 outras secoes escolhidas aleatoriamente. Desta forma, pode-se estabelecer que ein um 
elemento genérico i de comprimeilto 1, situado entre as secoes i e i + 1 (Figura 2b), a energia 
potencial total é dada por 
onde M, é o momento fletor em relag50 ao eixo x, q a carga uniformemente distribuída 
no elemento e y, sua coordenada na direcáo y ein relacáo ao centro de torcáo, Pi e Pi+l 
sáo cargas concentradas nas secoes extremas do elemento i ,  ei e ei+, suas coordeiladas na 
direcáo do eixo y e q5i e q5;+1 suas rotacoes (Figura 2b). As propriedades geométricas 1,, 
C,, e It sáo, respectivamente, o momento de inércia em relacáo ao eixo y, a constante de 
einpenainento e o il~on~ento de inércia torcáo da seqáo transversal do elemento, e k ,  e y~ 
sáo as coordenadas do ponto de Kindein e do centro de torcáo, respectivamente, na direcáo 
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do eixo y. As grandezas E e G s%o os nlódulos de elasticidade loiigitudiiial e transversal do 
aqo. O momento fletor Mz é uma funqáo de x e é definido pela seguinte expressao 
onde Mzi e V,  sao, respectivamente, o momento fletor em relacáo ao eixo x e a forca cortante 
na extremidade i do elemento. 
Sáo adotados os seguintes polinomios do terceiro grau en1 z coino fuilqoes aproxiinadoras 
para os deslocameiltos ,u e 4 
Desta forma, os parametros que definem a configuracáo deformada sao a translaqáo do 
centro de torqáo na direqáo perpendicular ao plano de flexao nas duas extremidades do 
elemento i (pi e pi+,), a rotaqao da seqáo também nas duas extremidades do elemento i 
(q5i e q5;+1), e suas respectivas derivadas de primeira ordem. Estabelecendo-se condiqoes 
de contorno adequadas para estes parametros, obtem-se equaqoes que defiiiem pi e 4 ein 
funqáo de z e, consequentemente, equaqoes que definem suas derivadas de primeira e segunda 
ordens. Estas equacoes sáo levadas a equaqáo ( 5 ) ,  chegando-se assim a expressáo final da 
energia potencial total no elemento i. 
A energia potencial total da barra é dada pelo somatório das energias potenciais totais 
dos n elementos componentes, ou seja 
Assim, a energia passa a ser uma funqao quadrática dos parametros pj,  pg, q5j, 45 com 
j = 1,2 , .  . . , n + 1, referentes as secoes transversais que delimitam os n elementos. Quando 
o carregamento atinge seu valor crítico, a energia é estacionária, e pode-se estabelecer que 
arr 
- = o  
a,u5 
Constitui-se desta forma um sistema de 4(n + 1) equaqoes lineares e hornogeneas nos 
parametros citados, e o carregamento que conduz ao valor nulo do determinante da matriz 
dos coeficientes é aquele que causa a flambagem lateral com torqao da viga. Trata-se de 
un1 problema de auto-valor caracterizado pela indeterminaqao dos parametros que definen1 
a posiqao deslocada da barra. 
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Montagem da matriz dos coeficientes 
A nlatriz dos coeficientes de un1 eleiileilto i é simétrica, de tamanho 8 x 8. As quatro 
primeiras linlias corresponde111 as equacoes (10) a (13) aplicadas A extremidade i do eleriieizto 
e as quatro últimas liilhas correspoildem a estas inesmas equasoes aplicadas A externlidade 
i + 1. Cada coluna corit6ii1 os coeficientes de un1 mesmo pariimetro. 
Para a niontagenz da matriz da viga, é feita uina superposi$io das niatrizes dos 11 
elemeiztos componentes, de maneira que os ilós correspoildeiltes As secóes iiltermediárias 
se coilipatibilizein (Figura 3). A matriz forinada ten1 tamailho 4(n + 1) x 4(n + l), e todos 
os iiitegraiites que nao se originan1 das inatrizes dos elemeiltos sao ilulos. 
L J 
Figura 3. Moiitageiii da riiatriz da viga 
Automat izaqáo 
O procediil~eizto apresentado foi estruturado en1 linguagem computacioilal, de ii~odo a 
ilecessitar coilio dados de entrada das dimeils6es da sesgo trailsversal, do vZo da viga, da 
posiqao e do tipo dos apoios no plano de flexao, da posicao das sesóes coiltidas lateraliiiente 
e das coildicoes de coiltorilo dessas secóes (os parail~etros p, ,u',+ e $', pode111 ser ou nao 
nulos), da posic5.0 e da geometria relacionadas as descoiltiiluidades, da iiltensidade relativa 
entre as cargas transversais e i~lomeiltos aplicados (a ineilor forca ou iliomeilto fica coi11 valor 
uilitário), e das localiza(;oes destas asóes ao loilgo do váo da viga e em relacZo ao ilível do 
centro de torsao da seciio transversal. 
O progranla determina as propriedades geoinétricas das sesoes transversais dos n elemeil- 
tos. Possui um processo iterativo en1 que as acoes sao continuamente majoradas, os esforcos 
solicitantes iias extremidades de cada elemento sao deterininados, a nlatriz dos coeficiei~tes 
da viga é montada a partir das inatrizes dos eleinentos coinponentes, e o determinailte desta 
iilatriz é calculado. O processo se encerra quando este deterininaiite se anula, iildicando que 
foi atiilgido o carregamento crítico e, coilsequentemente o moillento crítico elástico. 
Para reduzir a quantida.de de memória alocada, optou-se por armazenar a matriz dos 
coeficieiltes en1 banda, reduzindo-se seu tainanho de 4(n + 1) x 4(n + 1) para 4(n + 1) x 8. 
É aplicada unla rotiiza de fatoracao baseada e111 Gere e Weaverg, que utiliza o processo de 
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Cholesky modificado. O valor do determinante é fornecido pela nlultiplicaciio dos integrantes 
da priineira coluiia da niatriz ein banda fatorada. 
O programa fornece o valor do carregamento crítico, na forina de un1 multiplicador para 
as asoes aplicadas, o momento crítico M,, e ainda um coeficiente de inomento equivalente 
Cbs dado pela relas50 
onde Mo,, é o momento fletor que provoca a flanlbagem lateral con1 torciio para uina 
situacáo de flex5o pura, corn as extremidades do con~primento destravado impedidas contra 
translas50 lateral e rotas50, mas livres para fletir lateralii~eilte e empenar. Nas vigas con1 
inércia variável, Mocr relaciona-se a sesgo transversal de maior rigidez no plano de flexso. 
De acordo con1 Timoshenko e GerelO, tem-se 
onde Lb é O comprimento destravado. 
RESULTADOS 
Vigas de seqáo 1 duplamente simétrica com inércia constante 
Usando o procedimento apresentado, os valores do coeficiente Cb, forain determinados 
para os casos de carregamento e condicóes de contorno no plano de flexao inostrados na 
Tabela 1. 
Os casos 1 a 9 foram subdivididos ilas alternativas S e R, onde a alternativa S refere- 
se a situas50 ein que as extremidades do compriniento destravado estáo impedidas coiitra 
trailslacao lateral e rotaqao, mas livres para fletir lateralmente e empenar, e a alternativa R 
a situasgo en1 que todos estes deslocamentos estc2.o impedidos. Para as vigas em balailco 
(casos 10 a 12)) a extreinidade engastada tem condisóes de contorno correspondeiites A 
alternativa R e a extremidade livre encontra-se sem qualquer tipo de restriego. Para o 
carregainento aplicado respectivamente no nível do centro de torcao da seca0 transversal, 
na face externa da mesa superior e na face externa da mesa inferior, os valores de Cbu S%O 
niostrados graficameiite nas Figuras 4, 5 e 6 ein fuiic5o da grandeza ( T ' E C , ~ ~ / L G I ~ ) .  
Tabela 1. Casos coiisiderados 
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O ENV 1993-1-1' fornece valores do moil~eiito crítico elástico para os casos 01, 02, 03, 04, 
06, 07 e 09 da  Tabela 1, para as condiqoes de coiztoriio correspoildentes as alterilativas S e 
R (para os casos 04, 06, 07 e 09, sao fornecidos valores para carregainento aplicado tainbéili 
em iiível izao coincideilte coizi o do centro de torciio). Trahair e Bradford1' apreseiitam 
valores do moineizto para as vigas ein balailco, casos 10 a 12 da Tabela 1, sendo que para 
os casos 10 e 11, as cargas poden1 atuar também en1 ilível 1150 coincideiite con1 o ceiitro de 
torqiio. Os resultados s5.o praticanzeizte coiizcideiltes com os valores de Mc, obtidos por ineio 
do processo proposto ileste trabalho e mostrados ilas Figuras 4 a 6, por ineio de Cbu. 
Figura 4. Cbs para carregarneiito aplicado no nível do ceiitro de torcao 
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Figura 5. Cbs para <:arregaiiieiito aplicado iio iiível da iiiesa siiperior 
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L~ G 1, 
Figura 6. Cbs para carregaiiieiito aplicado iio iiível da mesa iiiferior 
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Vigas com recortes nas mesas 
Os recortes ilas mesas nas extremidades de vigas coin seca0 trailsversal em forina de 1 
sáo feitos con1 objetivo de facilitar sua ligacáo a outros elementos da construcáo. 
A Figura 7 inostra os valores críticos de unla carga trailsversal aplicada ila secáo ceiltral 
de uma viga biapoiada con1 váo de 6,1 m, en1 perfil W 16 x 26,110 nível do ceiitro de torcáo, 
con1 recorte ila mesa superior de altura coilstailte igual a 38 mm e compriiileilto variável. 
Em ainbas as extreil~idades da viga, a translacáo lateral e a rotacáo sáo impedidas, inas a 
flexáo lateral e o einpeilail~eilto podem ocorrer. Os resultados sáo comparados con1 aqueles 
obtidos por Cheng e Yura12. 
60 - 
P,, ( se@o 1 em todo o comprimento - c=O) 
50 - 
Procedimento Proposto 
P,, (seciio T em todo o comprimento - c=3,05 
Comprimento do Recorte c (m) 
Figura 7. Carga crítica para unia viga coi11 recorte na inesa superior 
Vigas com aberturas na alma 
As aberturas i1a alina das vigas sáo feitas geralniente para perlnitir a passagem dos dutos 
de servico do edifício. 
De acordo com Darwiil13, en1 vigas de sesgo 1 duplameilte simétrica, coin aberturas ila 
alina sein reforco ou coi11 reforcos colocados de ainbos os lados da alina, a resistkilcia ilomiilal 
A flainbagem lateral coin torcáo pode ser determinada da forina usual, apeilas inultiplicaildo 
o inoineilto de iilércia A torcáo I, por 
oilde a. e ho sáo o compriineilto e a altura da abertura, respectivameilte, t ,  6 a espessura 
da alina, d a altura da viga, bf a largura das mesas e A,. é a área do reforco (se 1120 llouver 
reforco A,, = O) e Lb O compriineilto destravado. 
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Foi ailalisada uilia viga em perfil IPE 450 coi11 viio de 12,60 m, subiiletida a un1 car- 
regameiito uiliformemeilte distribuído atuaildo no ilível do centro de torciio. E111 aiilbas 
as extreiiiidades, a trailslaciio lateral e a rotacao estiio impedidas, e a flexao lateral e o 
ei~ipeiiamei~to liberados. Foram previstas 9 aberturas na alina em posicoes diferentes, poréiil 
siiliétricas em rela550 ao meio do viio, colocadas separadameiite ou eiil corijuilto (Figura 8), 
en1 dois taillaiihos: 0,45 x 0,20 111 e 0,90 x 0,30 m. O centro das aberturas coiilcidei~~ coi11 
o eixo loilgitudiilal da  viga. 
q (aplicada no nível do 
centro de to rch)  
? r I I I I 1 I I I I , .  
m L z l m i - ' i m D E l C o ] ~  
14,6 m 
< 12.60m > 
Figura 8. Aberturas coiisideradas para o cálculo 
Os resultados obtidos coilz o procedimeilto proposto est5.o apreseiltados iia Tabela 11, 
oiide tambéiii siio mostrados os resultados obtidos ao se utilizar a equaciio (16), que corrige 
o iiiomeiito de iilércia A torciio. 
1 Moillento crítico elástico ( k ~ . m ) I  
Tabela 11. Valores do i~ioiiieiito crítico elástico para diversos casos de aberturas iia alma 
Vigas com contenqiio lateral interna 
Procedimieiito 
proposto 
Foi ailalisada uma viga con1 12,6 111 de viio ein perfil IPE 450, coi11 urna seciio iiiterila 
e extremidades con1 trailslaciio lateral e rotaciio impedidas e flex5.o lateral e enipeilameiito 
liberados. A posic5.o da sesgo interna contida, definida por a ,  a partir do apoio esquerdo, 
variou ao loilgo do comprimerito da viga, de modo a se determinar coilio tal restriego afeta 
o valor do moilieilto crítico elástico (Figura 9). 
Foram coi~siderados os seguiiltes carregamentos: flexiio pura, carga distribuída ao loilgo 
do viio da  viga e carga coilceiltrada 110 meio do viio. Para os dois últiillos casos, as cargas 
forain supostas aplicadas no ilível do centro de torciio. Os valores obtidos para o momento 
crítico Mc, siio mostrados ila Figura 9, em fuiqiio da posicáo da seciio iriterila com contenciio 
lateral a.  
Aberturas 







Aberturas 1 a 9 
Aberturas 1 a 3 e 7 a 9 
Aberturas 1 a 9 
Aberturas 





102,91 Equaciio (16) 
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600 1 carga concentrada no meio do vao 
y,L s e ~ a o  interna , y contida lateralmente 
L=12,6 m 4 
o 
O 0.1 L 0.2 L 0.3 L 0.4 L 0.5 L 
Posiqao da Contencao Lateral ( a) 
Figura 9. Momei~to crítico Mc, en1 fuilcao da posicao da coiiteiic50 lateral iilteriia 
Neste traba1110 foi apresentado un1 procedimento numérico, baseado no nlétodo dos 
elementos finitos, para detern~inacáo da  resistiii1cia nominal ao n~omento fletor de vigas 
de aso, en1 regiine elástico, para o estado limite últiino de flambagem lateral com torqiio. 
Trata-se de un1 procedimeiito bastante geral, que permite analisar vigas coin qualquer sesiio 
transversal, os iliais diversos carregamentos, incluindo a preseiqa de acóes estabilizantes e 
desestabilizantes, condicóes de contorno variadas, e tambéin vigas com variacóes abruptas 
de secáo transversal. Foi mostrada a iinportincia da deterininacao deste valor para o 
dimeilsionan~ento das vigas de aso, tomando-se coi110 referencia a especificaqao européia 
de projeto ENV 1993-1-1'. 
Diversos casos em que a viga possui secáo transversal e111 forilia de 1 duplainente simétrico 
foram analisados e inuitos resultados conlparados con1 os propostos pela especificaciio eu- 
ropéia ENV 1993-1-l1 e com os obtidos por vários pesquisadores. Coilstatou-se urna grande 
concordincia, o que assegura a validade e a precisa0 do procedinie11to proposto. 
Coi11 os exemplos apresentados, coino era previsto, verificou-se que: 
- quando as cargas transversais sáo estabilizantes e aplicadas no ilível da face inferior da  
viga, os valores do nlomento crítico elástico crescenl enormemente, e se sao desestabi- 
lizailtes e aplicadas 110 nível da face superior da viga, os valores do momento crtico ficam 
bastante reduzidos; 
- o coinprimento dos recortes nas mesas pode reduzir significativan~ente o valor do mo- 
mento crítico; 
- as aberturas ila alnia da  viga influenl inuito pouco 110 valor do momento crítico; 
- contenqóes internas contra a flambagem lateral con1 torqáo podem fazer auinentar bas- 
tante o valor do monlento crítico, dependendo da  posiqáo destas coiltenq6es ao loilgo do 
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